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Аннотация. Предлагается один подход к исследованию на устойчивость нуле-
вого решения сингулярно возмущенных систем дифференциальных уравне-
ний. Как и в большинстве работ, посвященных этой тематике, отправной точ-
кой служит исследование соответствующей вырожденной системы. Найдены 
достаточные условия устойчивости нулевого решения при всех достаточно 
малых положительных значениях параметра. 

Ключевые слова: сингулярно возмущенная система дифференциальных  
уравнений, вырожденная система, устойчивость, устойчивость по части пере-
менных. 
 
Abstract. The authors suggest an approach to studying the stability of zero solution 
of singularly perturbed systems of differential equations. As it is in most studies on 
this topic, the starting point lies in investigating the corresponding degenerate sys-
tem. The researchers have found sufficient conditions zero solution stability for all 
sufficiently small positive values. 

Key words: singularly perturbed system of differential equations, degenerate system, 
stability, stable variables. 

Введение 

Как известно, теория устойчивости относительно фазовых переменных 
является обобщением теории обычной устойчивости по Ляпунову. Обзор 
накопленных сведений об устойчивости по части переменных содержится  
в работах [1–3]. Приведем необходимые здесь определения и теоремы из мо-
нографии [1]. 

Пусть дана система дифференциальных уравнений 
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в которой 0t  ,  1, , T
kx x x  ,  1, , T

my y y  ,  ,0,0 0X t  ,  ,0,0 0Y t  .  

Рассмотрим вопрос об устойчивости нулевого решения относительно 
фазовых координат вектора y . 

Определение 1. Нулевое решение системы (1) называется устойчивым 
относительно координат фазового вектора y  ( y -устойчивым), если для лю-

бых 0   и 0 0t   найдется такое число  0, 0t     , что если  

 
0 0

,
T

T Tx y   , то  0 0 0, , ,y t t x y    при 0t t . 

Определение 2. Нулевое решение системы (1) называется асимптоти-
чески y -устойчивым, если оно y -устойчиво, и для любого 0 0t   существует 
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такое  0 0t    , что если  0 0,
TT Tx y   , то  0 0 0, , , 0y t t x y   при 

t  . 
Для исследования устойчивости по части переменных мы будем при-

менять описанный в той же работе [1] метод функций Ляпунова, которые 
должны удовлетворять определенным условиям. 

Определение 3. Функция Ляпунова  , ,V t x y  называется y -опреде-

ленно положительной, если существует такая определенно положительная 
функция  y , что    , ,V t x y y  . 

Теорема 1. Если для системы (1) можно найти y -определенно поло-

жительную функцию Ляпунова  , ,V t x y  такую, что  ,0,0 0V t   и ее полная 

производная на решениях системы (1) неположительна ( y -определенно отри-
цательна), то нулевое решение системы (1) y -устойчиво (асимптотически). 

1. Автономные системы 

Рассмотрим автономную сингулярно возмущенную систему [4] 
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где  1, , T
kx x x  ,  1, , T

my y y  , 0   – малый параметр;  1 0,0 0f  , 

 2 0,0 0f  .  

Предполагается, что отображения  1 ,f x y  и  2 ,f x y  удовлетворяют 

достаточным условиям существования и единственности решения задачи 

Коши для системы (1) во всем пространстве k mR  . 
Сделав замену t   , перейдем к регулярно возмущенной системе от-

носительно функций    x x    и    y y   : 
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Ей соответствует вырожденная система 
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Заметим сразу, что характер поведения решений систем (1) и (2) одина-
ков при 0  . В частности, это касается устойчивости и ограниченности. 
Однако при 0   нужная связь между системами теряется. Регулярно воз-
мущенная система более удобна для дальнейшего исследования, поскольку ее 
правая часть определена и непрерывно дифференцируема по параметру   
при всех его значениях. 

Нашей первостепенной задачей является отыскание таких условий, при 
которых решения системы (2) в определенной мере наследуют свойства ре-
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шений вырожденной системы (3). Нас будет интересовать устойчивость ну-
левого решения относительно произвольного набора координат. Для системы 
(1) обозначим этот набор через вектор z , а для системы (2) – через z . Для 

определенности будем считать, что  1 1, , , , ,
T

p qz x x y y   , 

 1 1, , , , ,
T

p qz x x y y       , где 0 p k  , 0 q m  . Изначально предположим, 

что нулевое решение системы (3) z -устойчиво (при этом оно в любом слу-
чае x -устойчиво) и выполняются условия теоремы 1. Иными словами, су-
ществует z -определенно положительная функция Ляпунова  0 ,V x y   такая, 

что   0
0

(3)
, 0

dV
W x y

d
 


  . К тому же по определению 3 найдется опреде-

ленно положительная функция  0 z  , для которой будет справедливо не-

равенство  

    0 0,V x y z    .  (4) 

Если рассматривать систему (2) при конкретных значениях параметра 

 00;  , где 0 0   есть некоторое достаточно малое число, то z -устой-

чивость нулевого решения эквивалентна существованию z -определенно 
положительной функции  ,V x y  , для которой справедливы требования тео-

ремы 1. Определим условия, при которых существует «общая» функция  
Ляпунова  , ,V x y   , которая при каждом  00;   будет удовлетворять 

требованиям теоремы 1. Более того, предположим, что эта функция непре-
рывно дифференцируема по переменной   при  00;  . Тогда  0 ,V x y   

будет играть роль «начальной функции», т.е. функции  , ,V x y    при 0  . 

Теперь остается задать «направление» изменения функции  , ,V x y    по па-

раметру  . 

Введем систему 
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и начальные данные к ней 
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Функция  , ,F x y    удовлетворяет следующим требованиям: 

1.  , ,F x y    непрерывно дифференцируема по всем переменным  

в пространстве 1 k mR   ;  
2.  ,0,0 0F   . 
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Именно она играет роль того «направления», о котором говорилось 
выше. Решения системы (5), определенные поставленными начальными дан-
ными, обозначим через  , ,V x y    и  , ,W x y   . 

Проинтегрируем первое уравнение системы (5): 

      0
0

, , , , ,V x y V x y F s x y ds


         .  (6) 

Тогда, правая часть второго уравнения системы (5), которую мы обо-
значим за  , ,G x y   , примет вид 

   0 1 1 1 2
0

, , , , , , , ,x x x yG x y V f F s x y f ds F f F f


                . 

Следующие утверждения показывают, какими должны быть функции 

 , ,F x y    и  , ,G x y   , чтобы функции  , ,V x y    и  , ,W x y    обладали нуж-

ными нам свойствами. 
Лемма 1. Пусть при  00;  , 0 0  , выполнены условия: 

1)      0, ,F x y z       , где     – непрерывная на  00;  функ-

ция; 
2)  , , 0G x y    (  1 z   , где  1 z   – определенно положительная 

функция). 
Тогда существует  1 00;    такое, что при всех  10;   функция 

 , ,V x y    будет z -определенно положительной, а функция  , ,W x y    будет 

принимать только неположительные значения (будет z -определенно отри-
цательна). 

Доказательство. Пусть условия леммы выполнены. Воспользуемся ра-
венством (6). Очевидно, что  ,0,0 0V   . В силу первого условия леммы и 

неравенства (4) справедливо неравенство 

           0 0 0
0 0

, , 1V x y z z s ds z s ds
  

         
 
 

      . 

Отсюда видно, что функция  , ,V x y    будет z -определенно положи-

тельна, если  
0

1 0s ds


   , что справедливо при всех достаточно малых 

0  .  

Проинтегрируем второе уравнение системы (5). Получим 

      0
0

, , , , ,W x y W x y G s x y ds


         .  (7) 
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Пользуясь вторым условием леммы (1), получим 

   0, , , 0W x y W x y       (  1 z   ), 

т.е. функция  , ,W x y    принимает только неположительные значения  

( z -определенно отрицательна). 

Определим теперь величину 1 . Пусть уравнение  
0

1s ds

   имеет 

положительные корни. Обозначим через 2  минимальный из них. Тогда 

 1 0 2min ;    . Если же уравнение не имеет корней, то 1 0   . Лемма до-

казана. 
Из этой леммы следует теорема. 
Теорема 2. Если при  00;   для некоторой функции  , ,F x y   , удо-

влетворяющей поставленным к ней требованиям, выполняются условия лем-
мы 1, то нулевое решение системы (2) будет z -устойчиво (асимптотиче-
ски), а нулевое решение системы (1) z -устойчиво (асимптотически) при всех 
достаточно малых значениях параметра  10;  . 

Практическое применение теоремы 2 сильно осложняется вторым 
условием леммы 1. Чтобы облегчить задачу поиска функции  , ,F x y   , нуж-

но рассмотреть различные варианты ее структуры. Рассмотрим один такой 
вариант. Пусть      , , ,F x y F x y       , где     – непрерывная на  00;  

функция,  ,F x y   непрерывно дифференцируема на всем k mR  . Тогда функ-

ция  , ,G x y    из второго условия леммы 1 примет вид 

       0 1 1 2
0

, , , , ,x x yG x y V f s ds F f F f
 
             
 
 
    . 

Функцию     можно выбрать наиболее удобной для дальнейших 

оценок. Пусть, например,   0a    . Тогда получим 

  0 1 1 2, , , 2 , ,x x yG x y V f a F f a F f           . 

Теперь, исходя из всего сказанного, сформулируем теорему. 
Теорема 3. Если при  00;   для некоторой функции  ,F x y  , удо-

влетворяющей поставленным к ней требованиям, существует число 0a  , 
при котором выполняются условия: 

1)    0 0,F x y z     , где 0 R  ; 

2)  , , 0G x y    (  1 z   , где  1 z   – определенно положительная 

функция), то нулевое решение системы (2) будет z -устойчиво (асимптоти-
чески), а нулевое решение системы (1) z -устойчиво (асимптотически) при 
всех достаточно малых значениях параметра  10;  . При этом 
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  0 0 0
1

0 0

min ,1 / , 0;

, 0.

a      
  

 

Задачу об устойчивости по всем переменным можно рассматривать как 
частный случай задачи относительно части переменных. В этом случае все 
проведенные рассуждения остаются справедливыми с учетом лишь того, что 

 ,
TT Tz x y   . 

Пример. Дана сингулярно возмущенная система третьего порядка: 
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  (8) 

Как видно, она имеет одно положение равновесия 1 2 0x x y   . Бу-

дем исследовать его на устойчивость относительно всех фазовых координат, 

т.е.  1 2, , Tz x x y . Соответствующая регулярно возмущенная система имеет 

вид 
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  (9) 

а она вырождается в систему 

 

 21 2

1

2

0,

0,

.x x

x

x

y ye 

  

  

 




 

  (10) 

Нулевое решение системы (10) устойчиво, т.к. для функции Ляпунова 

    2
2 2 2

0 1 2 1 2, ,V x x y x x x y           выполняется соотношение 
 

0

10
0

dV

d



. 

Рассмотрим функцию   2
1 2, ,F x x y y    . Она в любом случае удовлетво-

ряет первому условию теоремы 3 при 0 0  . Второе условие этой теоремы 
будет также выполнено, т.к. при 1a   для всех значений   справедливо не-
равенство  

     1 2 1 2 1 2, , 2 yG x x y x x e x x            

    21 22
1 2 2 22 2 2 0x xyx x x x e y e            .  
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Таким образом, согласно теореме 3 с учетом, что 0 0  , нулевое ре-
шение систем (9) и (8) должно быть устойчивым при всех значениях парамет-
ра 0  . 

Правильность этого вывода можно проверить традиционным способом, 
т.е. используя функцию Ляпунова  1 2, , ,V x x y    , удовлетворяющую требова-

ниям теоремы об устойчивости при всех значениях 0  . В этом нам может 
помочь все та же теорема 3. Подставим в равенство (6) найденные 
 1 2, , ,F x x y     и  0 1 2, ,V x x y    и получим определенно положительную функ-

цию      2 2 2
1 2 1 2 2, , , 1V x x y x x x y             . При этом  

 9
0

dV

d



. 

Тогда по теореме об устойчивости нулевое решение системы (9), а зна-
чит и системы (8), устойчиво при всех 0  . 

2. Неавтономные системы 

Для неавтономных систем можно провести те же самые рассуждения. 
Рассмотрим систему 

 
 
 

1

2

, , ,

, , ,

x f t x y

y f t x y

 

 




  (11) 

где  1, , T
kx x x  ,  1, , T

my y y  ; 0   – малый параметр;  1 , ,f t x y , 

 2 , ,f t x y  удовлетворяют тем же требованиям, что и в разд. 1. Соответству-

ющая регулярно возмущенная система примет вид 

 
 
 

1

2

, , ,

, , .

x f x y

y f x y

   


 

  
  

  (12) 

При 0   система (12) становится автономной: 

 
 2

0,

0, , ,

x

y f x y

 





  

  (13) 

а ее нулевое решение по-прежнему предполагается z -устойчивым. Это озна-
чает, что существует z -определено положительная функция  0 ,V x y   такая, 

что  
 

0
0

13
, 0

dV
W x y

d
 


  . При этом    0 0,V x y z    , где  0 z   – некоторая 

определенно положительная функция. 
В дальнейшем не будем выписывать все выкладки, поскольку они по-

вторяют выкладки из разд. 1 с той лишь разницей, что в данном случае нужно 
учитывать зависимость всех функция от переменной  . Заметим лишь, что 
для неавтономных систем функция G , которую нужно в дальнейшем оцени-
вать, будет иметь следующую структуру: 
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  1
1 0, , , , ,x x

fF
G x y F f V

t

         
     

   1
0 1 1

0 0

, , ,x x x
f

F s ds V f F s ds f
t

 
      
     

 2 2
2 0

0

, , , .y y y
f f

F f V F s ds
t t

        
     

Теорема 4. Если для некоторой функции  , , ,F x y    , удовлетворяю-

щей требованиям из разд. 1, при  00;   и 0   выполняются условия: 

1)      0, , ,F x y z        , где     – непрерывная  00;  функция, 

2)  , , , 0G x y    , 

то нулевое решение системы (12) будет z -устойчиво, а нулевое решение си-
стемы (11) z -устойчиво при всех достаточно малых значениях параметра 

0  . 
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